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Resume. Nous definissons les cogebres associees a des classes d'algebres non associa- 
tives dont l'associateur verifie des conditions d'invariance donnees par Faction du groupe 
symetrique d'ordre 3. Parmi ces algebres nous retrouvons les algebres de Vinberg et pre- 
Lie, les algebres Lie-admissible et les algebres a puissance 3-associative. Nous etudions les 
proprietes liant ces cogebres et algebres non associatives par analogie au cas associatif. 

Abstract. We present cogebras of some classes of nonassociative algebras whose associator 
satisfies invariance conditions given by the action of the 3-order symmetric group. Amongst 
these algebras we find the well-known Vinberg algebras, the Pre-Lie algebras, the Lie- 
admissible algebras and the 3-power associative algebras. We study properties between 
these coalgebras and algebras which generalize the associatif case. 



1 Definitions et exemples 

Dans tout ce travail, R designe un anneau commutatif unitaire. Soit M un i?-module et A 
une comultiplication sur M, c'est-a-dire une R- application lineaire : 

A : M -» M ®M. 

Pour tout i?-module M, nous noterons r : M <E> M — > M (g) M l'application lineaire dcfinic 
par t(x (8 y) — y <g> x. Soit S3 le groupe symetrique d'ordre 3; notons c\ et C2 les 3-cycles de 
S3 et nj la transposition echangeant i et j. 

Definition 1 Le couple (M, A) est une cogebre Lie-admissible si l'application lineaire 

A/ : M -> M&M 

definie par A^ = A-toA est une comultiplication de cogebre de Lie. 

Ainsi (M, A) est une cogebre Lie- admissible si et seulement si (M, At,) est une cogebre de 
Lie. 

Soit A : End(A, A® 2 ) — > End(A, A® 3 ) le coassociateur donne par 

1(A) = (A ® Id) o A - (Id <g> A) o A. (1) 
Pour tout cr e S 3 , : M® 3 — > M® 3 est l'application lineaire definie par 

<J>^Oi (8 x 2 ® x 3 ) = a; ff -i(i) ® x CT -i (2 ) ® x a -i^y 
Avec ces notations, l'homomorphisme A^ verifie 

to A L = -Ax, 

A(A L ) + o i(Ax) + ®M o i(Ax) = 
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Proposition 2 Une comultiplication A sur M est une comultiplication Lie-admissible si et 
seulement si A verifie 

oi(A) = (2) 
oil e(cr) designe la signature de la permutation a. 

Demonstration. Ceci de deduit directement de l'equation Q sachant que 

A(t o A) = ((r o A) ® Id) o r o A - (Id® (t o A)) o (t o A) 
= -< 3 oI(A). 

Exemples. 

• Toute cogebre coassociative est une cogebre Lie-admissible. 

• La comultiplication d'une cogebre pre-Lie (M, A) verifie 

A(A) - $£f 2 o 1(A) = 0. 
Elle verifie done aussi l'identite (0 et toute algebre pre-Lie est Lie-admissible. 
Dans le paragraphe suivant nous generalisons ce type d'exemples. 

2 Les G^-cogebres 

2.1 Les algebres Gj-associatives 

Notons Gi = {Id},G 2 = {Id,r 12 },G 3 = {/d ) T 23 } ) G 4 = {/d,r 13 },G 5 = {Id, Cl ,c 2 } et 
G6 = S3, les sous-groupes de £3. Pour chacun de ces sous-groupes, on definit l'application 
lineaire de M® 3 dans lui-meme par: 

= E (-i) £(CT) ^- 

Soit : M®M -» M une multiplication de M et notons A : End(M® 2 ,M) —> End{M® 3 , M) 
l'associateur de fi: 

A(fi) = ^o(fi® Id) -fio (Id (g) ^i). 

Dans [4] et [8] nous avons defini les algebres G^-associatives. Nous dirons que la multiplica- 
tion [i est Gi-associative si son associateur A(ji) verifie 

AQm) o = 0. (3) 

En particulier les algebres Gi-associatives sont les algebres associatives, les algebres G 2 - 
associatives sont les algebres de Vinberg, les algebres G3-associatives sont les algebres 
pre-Lie, et les algebres Gg-associatives, e'est-a-dire £3-associatives, sont les algebres Lie- 
admissibles. 

Remarque. Dans [5], nous avons etendu ces relations de non-associativite lorsque R = K 
est un corps commutatif de caracteristique differente de 2 et 3 en considerant toutes les 
relations du type 

A(n) o $f = 
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ou v = J2i a i (T i es t un vecteur non nul de la Ks-algebre K[Ea] du groupe E3 et 

i 

Notons 0(v) l'orbite de v dans Taction a droite 

S 3 <g> K[E 3 ] -> K[E 3 ] 

et F v le sous espace de Kpy engendre par 0(v). C'est un sous espace invariant. 
Reciproquement etant donne un sous espace invariant F de K[Es], il existe v G KP3] tel 
que F = F v . La classification des sous espaces invariants de K[Es] donne une classification 
des relations de non associativite (voir [5]). En particulier, les sous espaces irreductibles 
de dimension 1 correspondent aux relations des algebres Lie-admissibles et des algebres a 
puissance 3-associative [1]. 

2.2 Les G^-algebres 

Notons Gi — Ass l'operade quadratique associee aux algebres Gi-associatives. Dans [4] et [6], 
on montre que ces operades verifient la dualite de Koszul seulement pour i = 1, 2, 3, 6. Soit 
G[ — Ass l'operade duale. Les algebres correspondantes sont associatives et verifient les 
relations suivantes: 

- pour i — 2 : X1.X2.X3 = X2.X1.X3, 

- pour i = 3 : X1.x2.x3 = X1.X3.X2, 

- pour i = 4 : X1.x2.x3 = X3.X2.X1, 

- pour i = 5: X1.X2.X3 = X2.X3.X1 = X3.X1.X2, 

- pour i = 6 : X1.X2.X3 = x a (i) - x cr(2) - x cr(3) pour tous Xi,X2,X3 G M et a G E3. 

2.3 Les Gj-cogebres 

En dualisant la formulc (J3J) on obtient la notion de G^-cogebre. 

Definition 3 Une Gi-cogebre est un R-module M muni d'une comultiplication A verifiant 

(-i) e(<T) $f oA(A) = 0. 

Soit V le vecteur de i?[E 3 ] defini par V = Id — t\i — T23 — T13 + c\ + c 2 . Les cogebres 
Lie-admissibles sont definies par la relation: 

{-l) e{a) $™ o A(A) = o 1(A) = 0. 

Pour tout Vi = Y^ctgg (~^) a on a ^ G F Vi . Ceci implique 
Proposition 4 Toute Gi-cogebre est une cogebre Lie-admissible. 

3 Proprietes des G^-cogebres 
3.1 Sur l'espace dual d'une Gj-cogebre 

Proposition 5 Soit (M, A) une Gi-cogebre. Alors le dual M* du R-module M est na- 
turellement muni d'une structure d'algebre Gj- associative. 
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Demonstration. Pour tout entier naturel n et tout i?-modules E et F, on note 

A„ : Hom(E,Ff jn -» Hom{E® n ,F® n ) 

lc plongement naturel 

A„(/i <g> ... (81 /„)(xi (8 ... <8 x n ) = fi(xi) <8 ... (8 f n {x n ). 
Ceci etant, munissons M* de la multiplication 

M/i ® h) = Mfl ° A 2(/l <8 /2) ° A, 
ou ^(fl est la multiplication de R. Alors 

Lio{p® Id){h (8 h <8 / 3 ) = Mi? ° (Mi? ® W) o A 3 (/i <8 / 2 <8 / 3 ) o (A <8 Id) o A, 
ce qui implique: 

4(m)(/i ® h ® h) = Mi? ° (Mi? ® W) ° A 3 (/i <8 h ® /a) ° (A <8 Id - Id (8 A) o A. 

Ainsi E ffeGl (-l) £(ff) ^(M) ° ® h ® / 3 ) 

= Eaec, (-1) £(CT W ° (Mi? ® /d) o A 3 ($f * (/i ® / 2 ® f 3 )) o (A ® Id - id ® A) o A 

= E ff£Gs (-l) £(CT Vfl ° (Mfl ® /d) o A 3 (/i ® / 2 <8 / 3 ) o $f o (A <8 Id - ® A) o A 

= Mi? o ( M i?. ® /d) o A 3 (/x ® / 2 ® / 3 ) o EaeG.C- 1 )^^ ^( A ) = 0. ■ 

Proposition 6 Soit M un R-module libre de type fini muni d'une structure d'algebre d- 
associative. Alors le dual M* est une d-cogebre. 

Demonstration. Soit M une algebre Gi-associative de dimension finie et soit {et, i = 1, n} 
une base M. Si {fi} est la base duale, alors {/i® /j} est une base de M* ® M*. Le coproduit 
A sur M * est defini par 

A(/) = ^/(M(e i ®e,))/ i ®/ J , 

En particulier 

ou sont les constantes de structure de fi relatives a la base {e^}. Ainsi A est la comul- 
tiplication d'une Gj-cogebre. ■ 

3.2 Produit de convolution 

Rappclons que si (.4., fi) est une i?-algcbre associative et (G, A) une i?-cogcbre coassociative 
(i.e. une Gi-cogebre) alors le produit de convolution 

/*5 = /ioA 2 o(/® ff )oA 

munit Hom(C, A) d'une structure d'algebre associative. Ce resultat s'etend au cas des Gj- 
algebres et cogebres apres avoir remarque que la classe des cogebres coassociatives est la 
classe des G^-cogebres. 



4 



3.2.1 G'-cogebres 

Dualisons la relation de definition d'une G^-algebre introduite au paragraphe precedent. 

Definition 7 Pour tout i, 1 < i < 6, une G\-cogebre est une cogebre coassociative, c'est-a- 
dire une G\-cogebre, verifiant : 

$ Ui o (Id <8 A) o A = (Id ® A) o A 

ou u t = J2aeG t <7 ~ 1 - 

3.2.2 Structure d'algebre G^-associative sur Hom(C,A) 

Propositions Soit (A, /i) une algebre Gi-associative et (C, A) une G\-cogebre. Alors 
(H om(C ', A) , *) est munie d'une structure d'algebre Gi-associative ou * est le produit de 
convolution: 

/*£ = /ioA 2 (/®sr)oA. 
Demonstration. Calculons l'associateur A* du produit de convolution. 
(/i * h) * /a = M ° A 2 ((/i * / 2 ) (8 / 3 ) o A 

= M ° A 2 ((m o A 2 (/i <8 / 2 ) o A) <g> / 3 ) o A 

= /i o ( M ® Id) o A 3 (/i ® / 2 <8 / 3 ) o (A <g> Id) o A. 

On a done 

<8 / 2 <g) / 3 ) =^0(^0 Id) o A 3 (/i <g> / 2 (8) / 3 ) o (A <8 Jd) o A 
-^i o (Jd ® m) ° A 3 (/i ® / 2 <8 / 3 ) o (Id (gi A) o A. 

Alors 

E. eG ,M) e(CT) ^ ° $f om(c ' A) (/i ® / 2 ® /a) 

= M o ( M ® Jd) o (J] CTeGi A 3 ($? ° m(C ' 4) (/i ® h ® /a))) o (A ® /d) o A 
-/x o (W®A*)°(E ffeG ^3(^° m(C ' A) (/i®/ 2 ®/3)))o(W® A) o A. 

Mais 

A 3 (C m(C ' A) (/i ® / 2 ® /a)) = < o Aa(/i ® / 2 ® /a) ° 

Ceci implique 

E. eGs (-i) e(ff) ^ ° $f om ( c ' A )(/ 1 ® /2 ® /3) 

= o (/x ® Id) o (E ff£Gs ° A s(/i ® /2 ® /a)) o o(A®/rf)oA 

- M o (Jd ® n) o (J2 aeGl ®* ° A 3 (/i <8 / 2 <8 / 3 )) o o (Jd ® A) o A. 
Comme A est coassociative 

(A ® Id) o A ~ (Id ® A) o A 
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et la structure de G^-cogebre impliquc 

o (Id ® A) o A = o (A (g) W) o A = (A (g) W) o A. 

Alors 

E. eGl (-i) e(CT) ^ o -(^> (/l h ® /a) 

= /it o (jj,®Id)o (E CTGGl ° A a(/i ® /a <8 /a)) o (A ® Id) o A 
-H o (Id ® m) ° (E ffeG , ° A s(/i ® /a ® /a)) o (A ® Id) o A 

= E.eC, ^ ° ° A 3(/l ® /2 ® / 3 ) o (A ® Id) o A 

= 0. 

D'oii la proposition. ■ 

Remarque: Bigebres Lie-admissibles. Une bigebre Lie-admissible est definie par la 
donnee d'un triplet (A, fi, A) ou (A, fi) est une algebre Lie-admissible, (A, A) une cogebre 
Lie-admissible et d'une relation de compatibility liant A et /i c'est a dire on definit A o /i de 
sorte que 

A o A(fx) o $£ 6 = 0. 

Nous ne demandons pas a l'algebre d'etre unitaire ou a la cogebre d'etre counitaire. Parmi 
ces bigebres Lie-admissibles, on aura la classe des G^-bigebres. A titre d'exemple, une 
relation de compatibility pour les pre-Lie bigebres (c'est a dire G3-bigebres) est donnee par 

A o fj, = (Id ® fi) o (A (8> Id) + Id) o $^ 23 o (A <g> Id). 
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